
量子力学讨论班结课论文

库伦散射的打怪升级

王誉晨
中山大学物理学院

版本：1.00
更新：2023年 7月 6日



目录

I 上篇：经典解 3

1 微分散射截面：实验可测量 3

2 卢瑟福公式：经典力学 4

2.1 Coulomb散射公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Rutherford公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

II 中篇：精确解 6

3 分波法：特殊函数 6

3.1 分波法评述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.2 分波法求解 Coulomb势散射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4 旋转抛物坐标法：对称性与守恒量 25

4.1 Binet公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2 旋转抛物坐标求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

III 下篇：近似解 30

5 玻恩近似法：一阶微扰 30

5.1 屏蔽库伦势的定态散射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.2 T 算符和 S 算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6 费曼图法：量子场论 32

6.1 QED理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

6.2 费曼图法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6.3 返璞归真：重现 Coulomb势，Rutherford公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

参考文献 38



Part I

上篇：经典解

1 微分散射截面：实验可测量

微分散射截面具有面积量纲，是散射问题中关注的核心物理量，我们可以从以下四

个角度给出其定义。

定义 1.1 (从物理图像角度定义)

对于散射问题，我们内心中都有一个图像，当瞄准距离 b越小时，入射粒子被散射

后，散射的天顶角 θ值越大，这意味着，所有瞄准距离相同 b+ db范围内的入射粒子都

会被散射到同一片 θ + dθ范围的空心锥形区域内 dΩ，所以，对于单个靶粒子，我们定

义这样的一个环状面积为散射截面：

dσ(θ) = 2πb(θ)|db(θ)| (1)

其物理意义是：单个靶粒子具有能使入射粒子散射到 θ方向的有效散射截面。

据此，我们定义微分散射截面：

σC(θ) =
dσ(θ)

dΩ
(2)

其物理意义是：单个靶粒子具有能使入射粒子散射到 θ 方向单位立体角的有效散射截

面。

定义 1.2 (从实验测量角度定义)

我们以 α粒子轰击金箔实验为例，假设靶面积为 A,靶厚度为 t,靶上原子数密度为
n,入射粒子总数为 N ,则我们在经过靶散射后在 θ方向立体角 dΩ内探测到的粒子数为

dN ′,我们定义出射粒子散射到到 θ + dθ范围的概率为：

dp(θ) =
dσ(θ)

A
nAt (3)

同时：

dp(θ) =
dN ′

N
(4)

最终我们得到微分散射截面：

σC(θ) =
dσ(θ)

dΩ
=

dN ′

NntdΩ
=

dN ′

NnAtdΩ
A

(5)

其物理意义是：对于整块金箔中单位面积所含靶核数的散射，单位入射粒子、单位立体

角内的散射粒子数。
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定义 1.3 (从概率流角度定义)

在量子力学中，波函数是概率流的振幅，于是我们这样定义概率流密度：

J⃗ =
h̄

2iµ
(ψ∗∇ψ − c.c.) (6)

与电流密度类似，概率流密度具有 [ρv⃗]的量纲，ρ是粒子束密度，v⃗是速度，也就是说，

概率流密度 J⃗ 乘以面积量纲 [x⃗2]得到单位时间内通过这一面积的粒子数，在定态散射

(大量粒子源源不断射入，最终在空间中形成稳定稳定分布的状态)中，这一物理量不依
赖于时间，故我们有如下定义：

dn = J⃗iσC(θ)dΩ (7)

dn = J⃗sr
2dΩ (8)

其中，J⃗i是入射概率流，J⃗s是出射概率流，σC(θ)是微分散射截面。

定义 1.4 (从散射矩阵元角度定义)

在量子场论中，散射矩阵 S描述系统从初态跃迁到末态的概率振幅，矩阵元 Sfi定

义为：

Sfi = ⟨f |S|i⟩ (9)

它是初态与末态之间的期待值，根据散射矩阵元我们可以定义初态到末态的跃迁概率，

考虑单位时间的跃迁概率，也就是单位时间的散射次数。如前所述，散射截面表示发生

散射的有效面积，从而建立其与散射次数的关系。最终我们给出一个 B粒子打到一个 A
粒子上散射成 n个粒子态情形的微分散射截面表达式：

dσ =
1

4EAEB|vA − vB|

(
n∏

j=1

d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2 (10)

其中M是 Lorenz不变的，称为不变矩阵元或不变散射振幅，这个物理量是我们之后求
解的关键。

2 卢瑟福公式：经典力学

根据 Rutherford原子模型，我们首先得到经典的 Coulomb散射公式，为了实验测量
方便，我们进而推导得 Rutherford公式。

2.1 Coulomb散射公式

我们简要给出 Coulomb散射公式的证明：
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2.2 Rutherford公式

我们简要给出 Rutherford公式的证明：
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Part II

中篇：精确解

3 分波法：特殊函数

3.1 分波法评述

模型设定

我们考虑两体问题，哈密顿量为：

H =
p⃗2

2µ
+ V (r⃗) (11)

薛定谔方程为：

Hψ = Eψ (12)

渐近解

我们考虑散射态 E > 0，且散射势能满足当 r⃗ → ∞时，V (r⃗) → 0的情形1，我们引

入：

k =

√
2µE

h̄
(13)

U(r⃗) =
2µ

h̄2
V (r⃗) (14)

薛定谔方程化为：

∇2ψ + (k2 − U(r⃗))ψ = 0 (15)

我们考虑 r⃗ → ∞的渐近解：

ψ → eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
, r → ∞ (16)

微分散射截面显示表达

根据上面的叠加解的形式代入概率流密度表达式 (6)，我们可以计算整个空间中的
概率流分布，其中由于干涉项含有 e−ikrcos(θ)，在 θ不为 0的地方，震荡加速衰减，所以
我们不考虑干涉项。计算如下：

1至于 V (r⃗) → 0的速度，这是一个值得探讨的问题，我们将在之后的章节详细讨论
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最终我们可以将微分散射面表达为：

σC = |f(θ, ϕ)|2 (17)

3.1.1 分波法的教科书表述

我们考虑相互作用形式为中心力场，U(r⃗) = U(r),相互作用只和 |r⃗|有关，记作 r，

故薛定谔方程化为：

∇2ψ + (k2 − U(r))ψ = 0 (18)

分离变量 我们考虑轴对称系统，求解过程不依赖于 ϕ，我们有以下试探解：

ψ(r⃗) = ψ(r, θ) = R(r)H(θ) (19)

接下来将上述试探解代入薛定谔方程进行分离变量，并对方程简要分析得到解的形式：
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我们得到，θ方向的解：

H(θ) = Pl(cos(θ)) (20)

记 r方向径向方程的解为 Rl(r),我们得到解的一般形式：

ψ(r, θ) =
∞∑
l=0

ClRl(r)Pl(cos(θ)) (21)

其中，Cl是组合系数。
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径向方程表达式 现在我们分析 r方向的径向方程:

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ [k2 − l(l + 1)

r2
− U(r)]R = 0 (22)

球 Bessel函数脉络 我们发现上述方程具有球 Bessel方程的形式，在具体求解之前，我
们先对于这些特殊化函数有一些基本的认识，如下：
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考虑自由粒子情况 U(r) = 0

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ [k2 − l(l + 1)

r2
]R = 0 (23)
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考虑相互作用情况 U(r) ̸= 0在 r → ∞的渐近解

如前所述，当满足当 r → ∞时，U(r) → 0，且 U(r) → 0的速度比 r → ∞更快，
我们可以得到：

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ k2R = 0 (24)
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其实，关于将平面波用球面波展开的 Rayleigh公式，我们也可以从自由粒子情况中
看出端倪:对于自由粒子来说，相当于没有受到散射，故出射波应该也是平面波，进而
看到平平面波用自由粒子出射解的表达形式，就是 Rayleigh公式。
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我们得到散射振幅表达形式：

f(θ) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδlsin(δl)Pl(cos(θ)) (25)
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一朵乌云

以上就是分波法教科书表述的内容，然而我们发现对于 Rayleigh公式将 jl(x)取为
1
x
sin(x− lπ

2
)会出现不收敛。
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我们发现 jl(x)解来自于 d2R
dr2

+ 2
r
dR
dr

+ [k2 − l(l+1)
r2

]R = 0,而 1
x
sin(x − lπ

2
)解来自于

d2R
dr2

+ 2
r
dR
dr

+ k2R = 0，出现上述问题是因为忽略了一些 − l(l+1)R
r2
的项。

评论 对于分波法的教科书表述，其中用 1
x
sin(x− lπ

2
)作为 jl(x)的渐近形式，这样的近

似仅仅对于一部分的分波成立，需要满足的条件如下：

k2 ≫ l(l + 1)R

r2
(26)

kr ≫
√
l(l + 1) ∼ l (27)

注 若是使用 jl(x)的有限形式2，则条件更为苛刻：

kr ≫∼ l2 (28)

3.1.2 分波法的修正表述

根据上文讨论，我们考虑相互作用情况 U(r) ̸= 0在 r → ∞的渐近形式为：

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ [k2 − l(l + 1)

r2
]R = 0 (29)

2jl(x)的有限形式参考前文径向方程表达式
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从最后一条式子可以看出，这时再与前文使用 Rayleigh 公式展开的平面波表达式
进行比较，则不需要使用 jl(x)的渐进形式，从而避免前文所述的展开式的不收敛问题。

最后我们在做两点说明：

1. 上式中完美解决了平面波展开的收敛性问题，细心的读者可能会怀疑第二项中出
射球面波的收敛性，在这里需要说明的是，对于球 Bessel函数，其收敛性没有一

16



般性的证明，感兴趣的读者可以仿照第3.1.1中一朵乌云的方法证明，本文将不再赘
述。

2. 同时，对于我们上面得到的修正形式，我们使用球 hankel函数的渐进形式代替，散
射振幅的形式将退回到方程25。

3.1.3 Rl(r)的渐近形式与分波法再考查
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3.1.4 关于相移的补充说明

分波法的关键就是计算相移，对比自由粒子的表达式，我们发现相移在可以解释为

势场对于不同分波相位的改变。而自由粒子势场为 0，故相移也为 0。

评论 我们给出以下结论: 1.当势场是实数时，相移是实数;当势场变成复数时，相移也
是复数; 2.只要 R(0)是实数，在之后的演化过程中就都是实数。

我们考虑径向方程在 r → 0时候的行为，U(r)无奇性或者说U(r) ∼ 1
r2−σ , 0 < σ < 2:

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
− l(l + 1)

r2
R = 0 (30)

求解该方程得，R(r) ∼ rl, 1
rl+1 , 1

rl+1 在 r → 0 不收敛，故舍去。我们总可以通过变换

R′(r) = eiαR(r)使得 R′(r)变成实数。
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3.1.5 需要计算的分波数

3 根据上面的讨论可以看出，用分波法求散射截面的问题归结为计算相移 δl。如果

散射振幅中的级数收敛得很快，我们只需计算前面几个分波的相移就可以得到足够准

确的结果。反之，如果这个级数收敛得很慢，要得到较好的结果就需要算出许多个分波

的相移，而通常计算相移是相当复杂的，因而在这种情况下分波法就变得很不方便。所

以，尽管从原则上说，分波法是解散射问题的普遍方法，但在实际上，这个方法有一定

的适用范围。下面我们对这个问题进行讨论。

设产生散射的势场 V (r)的作用范围是以散射中心为球心、以力程 a为半径的球内。

当 r > a时，V (r)的值可略去不计，散射波仅在这范围内受到散射，产生相移。散射波

第 l个分波的径向函数是 jl(kr)。根据数学中对球面贝塞尔函数性质的分析，jl(kr)的第

一个极大值的位置在 r = l
k
附近，而当 r很小时，jl(kr)随着 kr很快地趋近于零，l愈

大，jl(kr)趋近于零也愈快。如果 jl(kr)的第一个极大值位于势场的作用范围以外，即
l
k
> a，则在势场作用范围 (r ≤ a)内 jl(kr)的值很小，即第 l个分波受到势场的影响很

小，散射所产生的相移 δl 可以略去不计。这样，相移 δl 只要从 l = 0算到 l ≈ ka就够

了。特别是当 a小到使 ka ≪ 1时，只需计算一个相移 δ 就能很准确地得出散射截面。

由此可见，分波法在低能散射（入射粒子能量 h̄2k2

2m
很小的情况下）最为适用。

这个结论也可以从准经典的估计得出。当动量为 h̄k的入射粒子的角动量 L = µvb，

b是经典的瞄准距离,当 L > h̄ka时，b > a，即粒子轨道在势场作用范围之外，势场对

粒子不产生散射。在初等量子力学中，L = lh̄，所以受势场散射的条件是 l ≤ µva，即:

l ≤ ka (31)

3.2 分波法求解 Coulomb势散射

模型设定

库伦势记作 V (r) = −K
r
，其中 K > 0 时，是吸引相互作用，例如原子核和电子

K = Ze，K < 0时，是排斥相互作用，哈密顿量为：

H =
p⃗2

2µ
− K

r
(32)

我们引入：

k =

√
2µE

h̄
(33)

β =
µK

h̄2k
=
K

h̄v
(34)

3引用自《量子力学教程》周世勋
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薛定谔方程化为：

∇2ψ + (k2 +
2βk

r
)ψ = 0 (35)

注 分离变量以及角向方程的求解与3.1.1中一致，我们直接写出径向方程以及解的一般
形式：

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ [k2 − l(l + 1)

r2
+

2βk

r
]R = 0 (36)

ψ(r, θ) =
∞∑
l=0

il(2l + 1)Rl(r)Pl(cos(θ)) (37)

打点径向方程发现最终变为合流超几何方程
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合流超几何方程脉络 4 我们发现上述方程具有合流超几何方程方程的形式，在具体求

解之前，我们先对于合流超几何方程有一些基本的认识，如下：

4在撰写本文过程中，笔者参考了曾谨言.《量子力学》发现了其中的一些错误，望读者仔细甄别

21



Coulomb势散射径向方程求解
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通过观察我们发现对于 Coulomb势散，径向方程的渐近形式添加了对数修正。
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最终我们发现散射振幅与前文一致，只不过，对于入射波和出射波的都有一些扭

曲，来自于但对于径向方程渐近解的对数修正。
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4 旋转抛物坐标法：对称性与守恒量

4.1 Binet公式

在中心立场下，使用极坐标系，我们可以得到 Binet公式，如下：

F⃗ = −mh2u2
(
d2u

dθ2
+ u

)
−→er (38)

对于平方反比力，比耐方程就是一个非齐次项为常数的二阶常系数线性非齐次微分方

程，容易计算。更一般的说，因为在 Coulomb势的情况下，系统除了具有角动量守恒，
能量守恒以外，还具有一个新的守恒量是：Laplace-Runge-Lenz矢量：

M⃗ =
p⃗× L⃗

µ
− κ

r⃗

r
(39)

我们以地球绕着太阳转为例，在这个系统中若 Laplace-Runge-Lenz矢量为守恒量，则意
味着近日点不作进动，同时我们根据理论力学的精神，每多一个守恒量，则该系统中会

多一个运动积分，从而简化计算，林老师曾经在课堂上提到“当 Laplace-Runge-Lenz矢
量是守恒量的时候，薛定谔方程或者 Binet方程，我们可以少计算一个。”

4.2 旋转抛物坐标求解

图 1: 抛物坐标系

如上图所示，抛物坐标系可以看作由两族开口相反的抛物线组构成，其交点位置即

为坐标所在的空间位置。
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Part III

下篇：近似解

5 玻恩近似法：一阶微扰

受限于笔者对于 Born近似的粗浅理解，本章意在过渡，没有较为精确的数学推理
和深刻的物理见解，例如本文无法回应林老师课堂上所说“Born近似可以得到正确的
散射截面，但是相位不匹配”⋯⋯还望读者见谅。本章主要解决两个问题：1. 考虑屏
蔽库伦势，在定态散射条件下，对哈密顿量作一阶玻恩近似，最终推出经典情况下的

Rutherford公式。2.通过摆出一些 T 算符和 S算符的结论，证明非相对论性量子力学的

Born近似给出散射矩阵元表达式，以为后文费曼图法部分埋下伏笔。

5.1 屏蔽库伦势的定态散射

我们发现分波法在人射粒子的动能较大时,应用起来很不方便，如果人射粒子的动
能比粒子与散射中心相互作用的势能大得多,以致势能 U(r)可以看做是微扰时而且是

定态微扰,可用本节介绍的玻恩近似法来计算散射截面。

首先先要说明的是，为什么我们要使用屏蔽库伦势呢？应为对于平方反比的库伦力

来说，是一个长程力，他认为整个宇宙的带电粒子都会收到来自某个角落的带电粒子的

库伦相互作用力，这显然是不物理的，我们可以从 Rutherford公式看出在 θ = 0有奇性，

所以，在上面分波法的推导过程中，我们希望 U(r)随着 r增大迅速变为 0，而对于后续
的 Coulomb势求解，我们也忽略散射角 θ = 0位置的求解。
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我们根据屏蔽库伦势的玻恩近似推导得到了 Rutherford散射公式，它首先由卢瑟福
用经典力学方法计算库仑散射 (不考虑屏蔽作用)得出,这说明是经典力学方法可以适用
的条件是要求散射角 0比较大,能量比较大,这时散射在原子核附近发生,即人射粒子深
入到原子内部因而核外电子不起屏蔽作用当 0角很小时,条件式不被满足卢瑟福公式。

5.2 T 算符和 S 算符

证明
⟨
p+
1 , σ1|iT |k+

1 , σ1
⟩
= −iṼ (q) · 2πδ (Ep1 − Ek1)

接下来，我们使用 Born近似的方法来得到散射矩阵元和散射势能的期望值之间的
关系，这里似乎有些突兀，是为了于后面量子场论的结论做对比。
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6 费曼图法：量子场论

6.1 QED理论

在这一节中，由规范对称性的启发，我们写出 QED的拉氏量，之后通过欧拉拉格
朗日方程，计算运动方程，其中，关于无质量矢量场的运动方程与Maxwell方程具有等
价性；关于旋量场的运动方程与 Dirac方程有微妙关系——仅仅将其普通导数换成了协
变导数。其相关数学表述如下：
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6.2 费曼图法

在这一节，我们不加证明的给出QED理论中的动量空间费曼规则，并以 e−p→ e−p

散射为例，写出费曼图的领头阶计算不变振幅 iM，最终得到微分散射截面。除了上述
内外线规则外，对于不同的相互作用拉氏量，具有不同的顶点规则，但顶点的费曼规则
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一般的规律是将相互作用拉氏量中剥离场算符得到。

6.2.1 微分散射截面

在量子场论框架下，计算微分散射截面的脉络是从散射矩阵到跃迁概率再到散射
截面，本节我们给出散射截面的一般表达式，我们将以 2到 2散射为例，求出其中的运
动学部分，最后我们便将目光集中于了动力学部分：不变振幅模方 |M|2。

6.3 返璞归真：重现 Coulomb势，Rutherford公式

在这一节，1. 我们通过上面计算得到的微分散射截面，考虑在非相对论极限下退
化成 Rutherford 公式。2. 我们通过比较费曼图和 born 近似得到的散射矩阵元，得到
Coulomb势。
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